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Motivations
L’opérateur biharmonique régit la flexion des plaques minces en petits déplacements. Sous certaines

hypothèses, la déflexion verticale w de la plaque vérifie l’équation d’équilibre ∆2w = p
D à laquelle

s’ajoute deux conditions aux limites en tout point de la frontière.

Dans certaines situations, il arrive que nous n’ayons pas accès à ces conditions aux limites et cela nous

ramène à résoudre un problème inverse de type Cauchy pour le bilaplacien.

p

Objectifs
Nous nous intéressons à la résolution du problème inverse de type Cauchy pour le bilaplacien. Nous

souhaitons construire une méthode de régularisation telle que la solution ne soit pas dépendante d’un co-

efficient de régularisation et robuste vis-à-vis des perturbations sur les données.

La méthode de régularisation évanescente

Construction de la méthode

La solution qui

s’approche au

mieux des données

U = Argmin
V∈H(Γ)

‖V − Φd‖
2
Γd

Problème

mal posé!

Régularisation

du problème

U = Argmin
V∈H(Γ)

{

‖V − Φd‖
2
Γd

+ c‖V − Φ‖2Γi

}

Relaxation

des données

Algorithme itératif Uk+1 = Argmin
V∈H(Γ)

{

‖V − Φd‖
2
Γd

+ c‖V −Uk‖2Γi

}

Indépendance par

rapport à c et Φ

Contrôle sur

tout le bord Γ
Uk+1 = Argmin

V∈H(Γ)

{

‖V − Φd‖
2
Γd

+ c‖V −Uk‖2Γ

}

Algorithme

itératif convergent

Résultats de convergence

Si Φd est un quadruplet de données compatibles (i.e. un élément de H(Γd)), associé à la solution compatible

Ue du problème de Cauchy (1), alors la suite (Uk)k définie par l’algorithme itératif vérifie :

Uk → Φd dans H(Γd) au sens fort

Uk ⇀ Ue dans H(Γ) au sens faible

Mise en œuvre numérique
Méthode des solutions fondamentales

• Une méthode numérique sans maillage.

• Approximation de la solution sous forme de combinaison linéaire des solutions fondamentales:

u(x) ≈ uM (a, b, Y ;x) =

M
∑

j=1

ajF1(x,y
j) + bjF2(x,y

j), x ∈ Ω̄

- Y un vecteur contenant M points sources situés en dehors du domaine, yj ∈ R
2 \ Ω,

- a = (a1, . . . , aM ) et b = (b1, . . . , bM ) deux vecteurs de constantes,

- F1 et F2 les solutions fondamentales de l’équation de Laplace et de l’équation biharmonique :

F1(x,y) = −
1

2π
ln r(x,y) x ∈ Ω̄, y ∈ R

2\Ω̄,

F2(x,y) = −
1

8π
r2(x,y) ln r(x,y) x ∈ Ω̄, y ∈ R

2\Ω̄.

avec r(x,y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2

⇒ Pour tout UN = (u1, . . . , uN , u
′
1, . . . , u

′
N , v1, . . . , vN , v

′
1, . . . , v

′
N ) ∈ HN (Γ):

UN = AX

- Xt = (a1, . . . , aM , b1, . . . , bM ),

- A est la matrice contenant les valeurs des solutions fondamentales en (x1, . . . ,xN ).

• L’implémentation numérique de la méthode de régularisation évanescente avec la méthode des solutions

fondamentales revient à résoudre le système suivant :

Pour c > 0 et U0 = 0, on définit une suite Xk qui minimise Jkc :







Jk+1c (X) = ‖A|ΓdX− Φd‖
2
Γd

+ c‖AX−AXk‖2Γ

Xk+1 = min
X∈R2M

Jk+1c (X)
(2)

Nomenclature
w déflexion verticale de la plaque

p densité de charge transversale supportée par la plaque

D module de rigidité à la flexion

c coefficient de régularisation

kJc itération d’arrêt de l’algorithme itératif

n normale extérieure

H(Γ) espace caractéristique des solutions de l’opérateur

δ niveau de bruit

Problème inverse de type Cauchy pour le bilaplacien

∆2u = 0

ou
{

∆u = v

∆v = 0

∀x ∈ Ω



















u = ϕd ∀x ∈ Γd
u′ = ψd ∀x ∈ Γd
v = µd ∀x ∈ Γd
v′ = φd ∀x ∈ Γd

(1)

Ω

Γd

Γi

d

n
yj points sources

∂Ω = Γd ∪ Γi et Γd ∩ Γi = ∅

Validation numérique

Pour un niveau de 3% de bruits sur les données, la solution du problème de Cauchy obtenue par la méthode

de régularisation évanescente et sa solution analytique sont représentées sur la figure ci-dessous.
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Figure 3: Reconstruction de la solution du bilaplacien et de ses dérivées partielles sur la frontière pour des données bruitées,

M = 10, d = 10, c = 10−2, |Γ|= 80, Γd =
1

2
Γ et Ω le disque unité.

⇒ La solution reconstruite correspond à la solution analytique du problème.

⇒ Le bruit sur les données a été supprimé.

δ c kJc uerr(%) u′err(%) verr(%) v′err(%)

1%
1 2000 2.63 2.29 1.35 2.33

10−1 262 2.66 2.31 1.35 2.33

10−2 47 2.65 2.23 1.35 2.33

3%
1 1686 8.18 7.05 4.04 6.95

10−1 255 8.26 7.11 4.06 6.98

10−2 41 8.25 7.10 4.05 6.97

Table 1: Évolution du pourcentage d’erreur commise sur la solution, évaluée à l’itération kJc pour différents niveaux de bruit δ et

différentes valeurs de c à N = 80, NΓd
= 40, M = 10 et d = 10.

⇒ La solution reconstruite ne dépend pas du coefficient de régularisation c.

Conclusion
• La méthode de régularisation évanescente :

- Capable de débruiter les données

- Robuste (stable) vis à vis du bruit sur les données

- La solution vérifie ”l’équilibre”

- N’est pas spécifique à un opérateur

• La méthode des solution fondamentales permet de :

- Discrétiser la frontière sans avoir faire d’intégrations sur celle-ci

- Avoir des résultats précis même avec peu de points de mesures
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Figure 1: Plaque soumise à une charge Figure 2: Plaque en flexion

Analytique

Reconstruite
Données

Analytique

Reconstruite
Données

Analytique

Reconstruite
Données

Analytique

Reconstruite
Données

u u′

v v′

abscisse curviligne abscisse curviligne

abscisse curviligne abscisse curviligne


